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ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde ein Programm entwickelt, das fiir Stellara-
toren die radialen Profile der Ionen- und Elektronentem-
peratur, sowie der Dichte aus den Transportgleichungen
berechnet. Dabei werden die Abhingigkeit der Diffusion
von den Temperaturgradienten (Thermodiffusion) und die
Abhiangigkeit der Warmeleitung von dem Dichtegradient
beriicksichtigt. Das elektrische Feld kann vorgegeben oder
selbstkonsistent aus der Ambipolarititsbedingung bestimmt
werden, die fiir konstante Teilchen- und Energiefliisse ausge-
wertet wird. Verschiedene Modelle fiir die Randbedingungen

sind moglich.

Als erste Anwendung wird die Frage untersucht, wie sich
die Thermodiffusion auf das Transportverhalten auswirkt
und ob eine Beziehung zum anomalen Transport besteht.
Ein solcher Zusammenhang ist nicht feststellbar. Rech-
nungen mit selbstkonsistent bestimmtem elektrischen Feld
und Rechnungen, bei denen das elektrische Feld null gesetzt
wurde, werden verglichen und die Auswirkungen des ambi-
polaren elektrischen Feldes auf das Transportverhalten wer-
den diskutiert. Ein einfaches Modell fiir modifizierte Rand-

bedingungen wird betrachtet.
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VORBEMERKUNG

Dieser Bericht ist eine Zusammenfassung meiner Diplomarbeit (1]. Im Rahmen
dieses Berichts erschien ein einleitendes Kapitel iiberfliissig und wurde daher weg-
gelassen. Auch das Interesse an den Details der numerischen Methoden ist wahr-
scheinlich gering; das entsprechende Kapitel wurde deshalb stark gekiirzt. Die rest-

lichen Kapitel wurden weitgehend unverandert aus der Diplomarbeit {ibernommen.



I. Einleitung

Die Transportgleichungen stellen einen Zusammenhang her zwischen dem
Dichteprofil sowie den Elektronen- und Ionentemperaturprofilen und dem Mas-
senflufl sowie den Energiefliissen. Die Fliisse wiederum stehen im Zusammenhang
mit den Teilchen- und Energiequellen und Senken. In der vorliegenden Arbeit
werden alle iibrigen Grofien aus den Quellen und Senken bestimmt. Diese Vorge-
hensweise entspricht am ehesten der experimentellen Situation, bei der auch nur

auf die Quellen und Senken Einflu genommen werden kann.

Eine Alternative besteht darin von den Profilen auszugehen — entweder ge-
messene Profile oder ad hoc Annahmen (siehe z.B. [2]) — und die dazu gehérigen
Flisse zu bestimmen. Da die Fliisse selbst aber nicht gemessen werden, ist es
schwierig zu beurteilen, ob das gewihlte Transportmodell realistisch ist. Dies

wird vielmehr vorausgesetzt.

Die Transporttheorie ist am ausfiihrlichsten fiir den (fast) axisymmetrischen
Tokamak behandelt worden. Das liegt einerseits daran, daf$ der Tokamak inner-
halb des Fusionsprogramms eine Vorrangstellung innehat, andererseits auch daran,

dafl dieser Fall wegen der Symmetrie leichter zu behandeln ist.

Transportrechnungen fiir den Stellarator orientierten sich daher anfanglich an
Tokamakrechnungen. So wurde die Thermodiffusion vernachlassigt, sowie die Tat-
sache, dafl das radiale elektrische Feld durch die Transportvorginge bestimmt ist
(Ambipolaritatsbedingung). Solche Codes sind z.B. TEMPL [3] oder WHISTEL
[4]. Insbesondere das ambipolare elektrische Feld hat auf den Stellaratortransport
entscheidenden Einfluf [5]. Trotzdem wurde bisher in nur wenigen Rechnungen

das ambipolare elektrische Feld selbstkonsistent beriicksichtigt 6.1

Der von uns entwickelte Code unterscheidet sich von dem von Hasting u.a. (6,7]
verwendeten dadurch, dafi die Ambipolarititsbedingung nicht fiir festgehaltene
Dichte- und Temperaturgradienten ausgewertet wird, sondern fiir vorgegebene
Teilchen- und Energiefliisse. Dies ist angebracht, da wir den stationiren Fall be-
trachten im Gegensatz zu Hasting u.a., die die zeitliche Entwicklung untersuchen.
Die Beschrankung auf den stationdren Fall erméglicht es auch, das Problem der
mehrfachen Losungen der Ambipolarititsbedingung sorgfiltig zu behandeln. Es

wird ndmlich nach allen drei Losungen der Ambipolarititsbedingung gesucht und




anschliefend, sofern mehrere gefunden wurden, eine davon ausgewahlt. Dadurch
ist es so gut wie ausgeschlossen, Scheineffekte zu produzieren, die lediglich dar-
auf beruhen, dafl beim Losen der Ambipolaritatsbedingung der Algorithmus ohne
physikalische Notwendigkeit von einer Losung zur anderen springt. Dies kénnte

durchaus fiir die von Hasting [6] durchgefiihrten Rechnungen der Fall sein [8].

Im Rahmen bisheriger Rechnungen (TEMPL, WHISTEL) ist es notig, neben
den “neoklassischen” Transportvorgangen noch “anomale” Transportvorgange an-
zunehmen, um die experimentellen MeBergebnisse reproduzieren zu konnen. Mit
“neoklassisch” werden dabei alle Transportvorginge bezeichnet, die sich im Rah-
men der kinetischen Theorie beschreiben lassen, also durch Stoiprozesse bedingt
sind. Unter den Begriff “anomal” werden alle Transportvorginge subsummiert,
die zwar experimentell beobachtet werden, aber “neoklassisch” nicht erklarbar
sind. Vielfach wird angenommen, dafl anomale Transportvorgange durch Fluk-
tuationen verursacht sind oder durch Storungen des Magnetfeldes (Ergodisierung,
Inselbildung). Diese Erklarungen sind auch im hohen Mafle wahrscheinlich, den-
noch war nicht auszuschlieflien, dafl der “anomale” Transport zumindest teilweise
durch die bisher nicht beriicksichtigten neoklassischen Vorgiange — insbesondere

Thermodiffusion — erklarbar sei.

Die ersten Anwendungen des neuen Codes haben natiirlich zum Ziel die Unter-
schiede herauszuarbeiten, die sich durch die Erweiterungen ergeben. Diese sind:
Erstens, die Verwendung der vollen Transportmatrix, nicht nur die Diagonalterme.
Zweitens, die Moglichkeit allgemeinerer Randbedingungen. Drittens, die selbst-
konsistente Berechnung des ambipolaren radialen elektrischen Felds. Dabei wurde
besonders auf einen méglichen Zusammenhang mit dem anomalen Transport ge-
achtet.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:
In Kap. II sind die der Rechnung zugrundeliegenden Gleichungen dargestellt

und kommentiert; in Kap. III werden die numerischen Methoden erlautert; Kap. IV
beinhaltet die Ergebnisse der Rechnungen und in Kap. V werden diese Ergebnisse

sowie Schlufifolgerungen daraus zusammengefafit.



II. Die Transportgleichungen

Die Transportgleichungen bestehen aus zwei Gruppen. Die erste Gruppe a8t
sich aus der Erhaltung von Energie und Teilchen herleiten, die zweite wird mit
Hilfe der kinetischen Theorie abgeleitet. Dabei wird die Existenz der magnetischen
FluBiflichen ausgeniitzt. Wir skizzieren die Vorgehensweise am Beispiel der Dichte.
Ausgegangen wird von der Erhaltung der Teilchen:

o V) +Q (11.1)
Dabei bezeichnet n die Dichte, n@ den lokalen Dichteflu und Q Quellen oder
Senken, welche in einem Plasma wegen Ionisation oder Rekombination vorhanden
sein kénnen. Entlang der Feldlinien konnen sich die Teilchen nahezu frei bewegen.
Daher ist es angebracht anzunehmen, daf die Dichte auf einer Fluffliche nahezu
konstant ist. Dies wird jetzt ausgeniitzt, indem iiber die FluBflichen gemittelt

wird. Ein dazu geeigneter Operator ist [9]:

[ Fd3z
ol AV

AV
fir jede auf den FluSflichen definierte Grofle F. Das Integrationsvolumen AV
ist dabei das Volumen, das von zwei infinitesimal benachbarten Flufflichen einge-
schlossen wird. Jetzt wird eine zunédchst beliebige radiale Koordinate ¥ eingefiihrt,
welche die FluBflichen parametrisiert. Ein mogliche Wahl fiir diese Koordinate ist
z.B. ein mittler kleiner Radius, der magnetische Flufl durch diese Fliche oder das
von ihr eingeschlossene Volumen. Es ist VW senkrecht zu den Flufiflichen. Mit

dem Gauss’schen Satz 148t sich dann fiir einen Vektor F zeigen:

(V-F)= -2 v (F-v\p)]_
Wobei V' das Volumen bezeichnet, welches von der mit ¥ bezeichneten Flufifliche

eingeschlossen wird, und V' ist die Ableitung V' = dV/d¥.

Wenden wir dieses Ergebnis auf (I/.1) an, so erhalten wir

d{n 1 d 1/ —
“(;_)=_1772'\17[V (niZ- V)] +(Q)




Da im Folgenden nur mit den Mittelwerten gerechnet wird scheibt man abkiirzend

n = (n) Qi:=:{Q) I':=(na- V)
-und man erhilt

on /
5 = “Wd_q? v't] +@ (I1.2)

Die Abhéangigkeit des Flusses I' von den Gradienten wird mit der kinetischen
Theorie berechnet. Die kinetische Theorie liefert den totalenFluB aus einer ma-

gnetischen Flache.

Dabei ist f; der Stérungsterm der Verteilungsfunktion f = fyaz + f; und vy die (
v-abhéngige ) Driftgeschwindigkeit. Das Flichenintegral erstreckt sich dabei tiber
eine magnetische Fluf$fliche. Nachdem f; mittels Stérungsrechnung bestimmt
worden ist, la8t sich I'yy fiir Stellaratoren in der Form

2

Lot = ) Ly pAg
k=1

schreiben. In A; und Aj sind die Gradienten enthalten
n' 3T' €E \ S b

( E ist das radiale elektrische Feld )

Einen Mittelwert fiir den mittleren lokalen Flufl erhilt man indem man durch

die effektive Flache
o f VY|

dividiert:
1
V,Ftot I'= Xﬂ,ﬂn' + Xn,TT’ + xn,EE (11'3)
wobei
Xn = _Ll 1
1
Xn,T = V’T (L1 2 — Ll,l)

Xn,E = —mLm



Um zu sehen, dafl dieser Fluf T' mit dem oben definierten I' = (n@ - V)
identisch ist, gehen wir noch einmal zur Definition des Mittelungsoperators zuriick.
[ n@- VU Bz
— _ AV
(nd - V) = Tz
AV

Dabei ist AV ein Volumen, das von zwei infinitesimal benachbarten FluBflichen
begrenzt wird. Fiihrt man den Grenziibergang durch, so 1i8it sich die Mittelung

durch Oberflichenintegrale {iber die magnetischen FluBflichen ausdriicken.

— d,
[nu-VU A
f daf

VY|

(n@-VU) =

1 VY
_W/ﬂmwm

Dan= [ fd3vist und fimaz (in f = fmaz + f1) symmetrisch in |#] ist und deshalb
bei der d3v-Integration herausfillt, kann man schreiben:

\4%
VY|

Damit ist die Gleichheit der beiden Ausdriicke gezeigt.

f1 dsv

Vi v) = [ d&f /a’d

Indem man die Energieerhaltungs- und Warmeleitungsgleichung analog be-
handelt und verschiedene Dichten und Temperaturen fiir Ionen und Elektronen
erlaubt, erhalt man die Transportgleichnungen fiir ein Stellarator-Plasma in allge-

meinster Form.

aar;e _ _V'E‘I’) : % V/(¥)Tn,| + Qn, (I1.4a)
(L U L T U
a% (n %kTe) = —V,E‘I}) - % V!(9)Tg,] + Qr, (I1.4c)
O (niam) =g s +or, (1
und
Tn, = (—xﬂ,,n,% ~ X1, 5 - XM%) (11.50)




dn; : d
I R VROSE... V. L BV 49 (I1.5b)
i ot gy i li gy i® U
d dT. d
By = (—Xre,n,fé - X1, T35 ~ XT,,¢.-£) (Z1.5c)
dn; dT; d¢
'y = ("Xﬁ,nega‘ ~ X1, gy T X:WE) (11.5d)

Dabei ist fiir die zweite Gruppe der Gleichungen von allgemeineren Diffusions-

bzw. Warmeleitungsgleichungen ausgegangen worden.

Als neue Gréfe hinzugekommen ist ¢, das Potential des radialen elektrischen
Felds E = —V¢. Die Bedeutung aller anderen Groflen ist wahrscheinlich of-
fensichtlich. Te,T;,ne,n; sind die Temperaturen und Dichten von Elektronen
und Ionen. I'r,,I'7;, T'n,, 'n; sind die entsprechenden Energie- und Teilchenfliisse.
QT,» QT @ner @ny sind Energie- und Teilchenquellen sowie Senken; die Q’s sub-
summieren alle méoglichen physikalische Prozesse, wie Ionisation, Heizung, Strah-

lungsverluste usw. In Abschnitt II1.4 wird néher auf sie eingegangen werden.

Die Transportkoeffizienten X sind selber Funktionen der Temperaturen
T.,T;, der Dichten ne,n; und des ambipolaren elektrischen Feldes £ = —V¢.
Diese Abhingigkeit bestimmt hauptsdchlich die Form der Dichte- und Tempe-
raturprofile. Die Formeln, die fiir sie verwendet werden sind in Abschnitt II.1

dargestellt und erlautert.

Das radiale elektrische Feld ist gegeben durch die Ambipolarititsbedingung:
Ne =n; =:n
I‘nc = I‘n‘-

Sie besagt, daB eine Ladungstrennung auf einer makroskopischen Langenskala
nicht moglich ist, denn das dabei entstehende elektrische Feld wiirde die Ladun-
gen sofort wieder zusammentreiben. Auch die Ambipolarititsbedingung wird in
einem eigenen Abschnitt (I1.2) eingehender behandelt. Um die Rechnung zu ver-
einfachen besteht aber auch die Mdglichkeit, die Transportgleichungen zu einem

vorgegebenen elektrischen Feld E = E(¥,T,,T;,n) zu losen.

Durch die Ambipolarititsbedingung ist das Gleichungssystem schon verein-

facht worden, denn je zwei Gleichungen fiir den Teilchentransport fallen zusam-
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men. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dadurch, da8 in dieser Arbeit nur der
stationare Fall behandelt wird, fiir den alle Zeitableitungen verschwinden. Ob fiir
t — oo tatsachlich sich ein stationdrer Zustand einstellt oder ob ein oszillatorisches
Verhalten auftritt, ist damit natiirlich nicht mehr beantwortbar. (Vgl. z.B. [6]).
Auch die Frage, wie das Plasma auf sich zeitlich verandernde duflere Bedingungen

reagiert muf} offen bleiben.

Durch diese Beschrankung ist es aber moglich geworden, groflere Sorgfalt bei
der Behandlung des stationaren Falles walten zu lassen, insbesondere bei der Be-
rechnung des ambipolaren elektrischen Feldes. AuBerdem zeigen die Experimente,
daB sich stationdre Zustande einstellen, so dafl der Ansatz von dieser Seite her

gerechtfertigt ist.

Fiir die numerischen Rechnungen muf noch die radiale Koordinate genau spe-
zifiziert werden. Dazu wird ein mittlerer Radius r definiert, der mit ¥ durch die

Beziehung
27R - wr? = V(¥) (I1.6)

verkniipft ist. R ist dabei der “grofle” Radius des betrachteten Stellarators.

Beziiglich dieser Koordinate r verhilt sich V also wie ein Zylindervolumen.
Aus Gleichung (I1.6) folgt
g ==K d
d¥  47n2rR dr

und damit transformieren sich die Gleichungen fiir den stationdren ambipolaren
Fall zu

1d
FE("I‘“) =Qp (I1.7a)
1d
FE(TFTJ =Qr, (I1.7b)
1d
;g(rrﬂ) = Qr, (I1.7c)
und
dn dT, dT; dé
I‘ﬂ T _annd ﬂ,Tc d : n,T,- dft n,¢§; (II.SG-)
dn dT, d¢o
Tr, = —Xgonig = KT Tyt T o (11.85)
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dn dT; d
Iy, = —Xpnpr —Xmn 7 — X:n-,qsd—f (I1.8¢)

Dies sind die Gleichungen, die numerisch gelost werden. Sie bilden ein System
von sechs nichtlinearen gekoppelten impliziten Differentialgleichungen. Erganzt
werden diese durch sechs Randbedingungen, auf welche im Abschnitt II.5 ndher

eingegangen wird.

1I.1. DIE TRANSPORTKOEFFIZIENTEN
Alle Transportkoeffizienten kénnen in der Form
X = X(‘m”:) + X("Pl) + X(‘.m)
angegeben werden. Dabei ist x(a7i) ger Anteil, der auch in axisymmetrischen
Fusionsmaschinen (Tokamak) auftritt. X(P!) ist der Anteil, der durch den helika-

len Rippel des Stellarators hervorgerufen wird, und X(an) ist der Koeffizient der

anomalen Diffusion bzw. Elektronenwéarmeleitung.

II.1.1. DER AXISYMMETRISCHE ANTEIL

Diese Transportkoeffizienten sind die ersten, die mit Hilfe der kinetischen Theo-
rie berechnet wurden. Diese Entwicklung scheint inzwischen zu einem Abschluf} ge-
kommen zu sein, alle in der letzten Zeit in Ubersichtsartikeln publizierten Werte
stimmen weitgehend iiberein. In dieser Arbeit werden die von Kovrizhnykh (2, 10]

angegebenen Formeln verwendet:

ylazi) _ _3.16ac (azi) _  lelne . (azi)
Ne,Ne — — T T /“NeNe
' 1+ 2.52¢ nies¢ g ’
y ° (I1.9q)
ylazi) _ me ( 3.53¢c 3  3.16a, )
ne,fe — T, \1+0.94ce 2 1+ 2.52¢
(azi) _ _ 1.09a; (azi) _  |elni .y (azi)
X"’isﬂi 1+0.87a, Xﬂ;,lf) o T“ Xn.,-,n,-
(I1.9b)
X(amf) _ Zl—.‘ 1.46&{ . § 1.090...:
noli T T; \140.390; 2 1+0.87q
(azi) _  3.53a. (azt) _ |C|ncx(a:r:i)
Teine ~ Te; ¢ =~ .- Teyne
' 1+ 0.94c e T ,
¢ ‘ (I1.9¢)

T.,T. — TR.pL

X(az:) - ( 7-4&5 3 3.53@3 )
*\1+0.49a, 2 1+0.94c,
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(azi) _ 1.46a, (azi) _ |e|n,- (azi)
Timi ™ 14 0.39q, Ao T XTimg
(I1.94)
sloz) _ (3284, 3 1déq
LTy 7 ™ \140.220; 2 1+0.39q
mit den Abkiirzungen:
_ Auj Rv; . ARSVJ'
CLJ' = !,2 TCUJ' 3 aj‘. == Lr2vj (II.].O)
v; bezeichnet die Stofifrequenz:
4\/1_1' e4njA
£ o~ IRV (I1.11)
J J
v; die thermische Geschwindigkeit:
T;
N (I1.12)
m;
und w; die Zyklotronfrequenz:
EBO
;= — II.
wj = — (I1.13)

J

Der Koeffizient A wird angenahert durch

A= te—/a

wobei €5 und ¢ der helikale bzw. der toroidiale Rippel sind. Das magnetische

Feld wird also angenahert durch:
B = By [1 + €(r) cos(8) + €p(r) cos(£0 + mg)]

Die Bedeutung der ibrigen Symbole ist: R grofier Radius des Torus, r kleiner
Radius, ¢ Rotationstransformation, e Elementarladung, A Coulomblogarithmus,
me,m; Masse der Elektronen bzw. Ionen, ¢ Lichtgeschwindigkeit. # ist der po-
loidale Winkel und ¢ der toroidale Winkel der Toruskoordinaten; £, m sind die

Anzahl der helikalen bzw. toroidalen Perioden. ¢(r) ist gleich dem inversen
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Aspektverhiltnis ¢, = (r/R), wihrend ¢, in der Form e; = € + €1(r/a)” beschrie-
ben wird. €p, €1,k € {1,2} werden vorgegeben um das Magnetfeld zu simulieren;

a ist der kleine Radius des Plasmarandes.

Zu X(am) nd XT =) wird noch der Term
(HD) 2 | vy 2
XY =2(14+16=5]|v; | — (I1.14)
J 2/ \w;

(Pfirsch-Schliiter Diffusion) addiert. Dies ist eine Korrektur, die von der hydro-
dynamischen Approximation herriihrt und sich nur bei sehr hohen Stofifrequenzen

bemerkbar macht.

Diese Formeln wurden wegen der iibersichtlichen Form und leichten Program-
mierbarkeit gewahlt. Um diese Transportkoeffizienten mit denen von Hinton und
Hazeltine [9] zu vergleichen wurde die Gleichung 0 = I‘(am) X(am) n'+X (am)T’

l! i
X(‘m ¢' nach ¢' aufgelost. Das Ergebnis wird in die drel restlichen Gleichungen
emgesetzt und man erhilt so etwas andere numerische Koeffizienten in den For-
meln (I1.9). Diese Transportkoeffizienten stimmen dann mit den von Hinton und

Hazeltine angegebenen sehr gut iberein.

I11.1.2. DER RIPPELANTEIL

Hier werden die von Shaing [11] angegebenen Formeln verwendet. Sie sind

gegeben durch die Gleichungen :

r 7 v;(z)
L,ﬁgj = ft\/_ud n, f z25 W dz (II.15G.)
r —z v\
XL:: ) = et\/_vd n. [ 2'58 ﬁ(I - 15) dz (II.LSb)
r o7 (z)
(p) = ft\/_”d n; f o mdz (I1.15¢)
xrel _z Yy(7)
p) = €4/Epv] vg.n; f 3.5, Ehwz(x) (z—15)de  (I1.15d)
(rpl) _ e ol
X Tj xlE) o xbP Tj xgqj”,l (II.15¢)
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Der Index j steht fiir e(Elektronen) oder i(Ionen), w ist eine Abkiirzung fiir w? =

wﬁ-}-wf-{-wf,-i—wﬁ mit

3/2
€t 2 2 €t 2
wg = 1.675(&)5‘ + WVB_,-) - wy = 0.25 (a) Wy B,
(I1.16)
2 Vj(z) 2 U?(:E)
wp = 0.6|wVBJ.| T ; =8 z

Die verschiedenen Beitrage zu w spiegeln die verschiedenen moglichen Teilchenbah-

nen wider, je nachdem welche der Frequenzen dominiert. Z.B. fiir wg dominant

befindet man sich im “collisionless detrapping regime” und fiir w, dominant im ;1;
Regime.
Die weiteren Abkiirzungen sind:

vd; ist die Driftgeschwindigkeit

el
s 0
vd, e;Br (I1.17)
wg ist die E x B-Driftfrequenz
!
wg = % (I1.18)
wy g ist die V B-Driftfrequenz
T:€ de
SUPRG §=. 7 L/ T AR . |
wyp; = eJ-Brm eleg =iy (I1.19)

Anschaulich sind wg und wy g dadurch bestimmt, da8 sie die Frequenz angeben,
mit der (fast) geschlossene Bahnen durchlaufen werden, die durch die E x B-Drift
bzw. die V B-Drift erzeugt werden.

Die Integrationsvariable ist z = %1‘;“; die restlichen Symbole sind bereits in

Abschnitt II.1.1 erklart worden.

Zur numerischen Berechnung der diesen Gleichungen entsprechenden Trans-
portkoeffizienten konnte auf ein Unterprogramm zuriickgegriffen werden, das
freundlicherweise von Herrn Dr. Wobig zur Verfiigung gestellt wurde. Die bei

der Berechnung notwendige Integration wird dabei numerisch durchgefiihrt.
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Die von Kovrizhnykh [2,10] angegebenen Formeln fiir den Rippelanteil wur-
den zu Vergleichszwecken implementiert aber in dem endgiiltigen Programm nicht
verwendet. Der Grund lag zum einen in rechentechnischen Schwierigkeiten. In die
Gleichungen (13) in [2] gehen die Integrale [§ n?Tj_a/ %y dr und I n?Tj—l/ 2r dr ein.
Diese miifiten fiir die Profile, die gerade berechnet werden, numerisch bestimmt
werden. Auflerdem treten ebenfalls in Gleichungen (13), [2] die Gradienten n;-, T;-
auf. Das wiirde bedeuten, daf§ statt der linearen Gleichungen (71.5) nun nicht-
lineare verwendet werden miifiten, um ng-, T; zu bestimmen. Bei der ersten Imple-
mentation zum Vergleich mit (I1.15) behalfen wir uns damit die Ausdriicke (13),

[2] fiir ein parabolisches Profil zu bestimmen.

Dieser Vergleich zeigt, da {iber die Grofle des Rippel- Transportkoeffizienten
noch recht starke Uneinigkeit herrscht. (Vergleiche Bild 1 und Bild 2)
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Abb. 1: Der Verlauf der Warmeleitungskoeffizienten als Funktion der normierten

freten Weglinge nach Kovrizhnykh

Ausschlaggebend fiir die Wahl der Formeln von Shaing [11] war, daf§ fiir

diese Formeln Vergleiche vorliegen mit Werten, die mittels Monte Carlo Metho-
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THERMAL CONDUCTION COEFFICIENTS (CMes2/5)
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Abb. 2: Der Verlauf der Wirmeleitungskoeffizienten als Funktion der normierten

freten Weglinge nach Shaing

den berechnet wurden [12] und dabei gute ﬁbereinstimmung zeigen. Entspre-
chende Vergleiche fiir die Formeln von Kovrizhnykh konnten nicht gefunden wer-
den. Auflerdem sind Abweichungen von diesen Formeln festgestellt worden, wenn
die Transportkoeffizienten durch numerisches Losen der Fokker-Planck-Gleichnung

bestimmt werden [13]. Insgesamt erschienen daher die Formeln (I1.15) besser ab-
gesichert.
II.1.3. DER ANOMALE ANTEIL

Die anomalen Transportkoeffizienten sind aus Mefidaten empirisch abgeleitet
worden. Fiir sie wurde noch keine befriedigende Theorie gefunden. Die gemessenen
Werte sind :

(on) paen

Xn,n = —_— (II.ZOG)
nTg2 &
(an) % can
ot = —a7 (I1.200)

€
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Fiir den Stellarator WVII-A haben D?",C%" die Werte [14]:

v2/3 v2/3
D = 0.3-1018 2 — con —95.1018 &
cms cms

wenn n in cm~3 und Te in eV angegeben ist, bzw.

2/3 g2/3
Do —822.100 28 con —6.84.101 8
cms cms

wenn n in cm~3 und T, in erg vorgegeben ist. Fiir andere Stellaratoren, bei denen

der anomale Transport nicht gemessen wurde, ist man auf Schatzwerte angewiesen.

Das Fehlen einer Theorie fiir den anomalen Transport ist aus zwei Griinden
unbefriedigend. Erstens 1d8t es die empirische Messung des anomalen Flusses
nicht zu, die treibende Kraft zu bestimmen. Ob der anomale Transport durch
den Dichtegradienten oder den Temperaturgradienten verursacht wird, kann nicht
gemessen werden. Die Ausdriicke (I7.20) wurden im Rahmen eines diagonalen
Transportmodells bestimmt, so dal dabei dieses Problein nicht auftrat. Zweitens
ist unbekannt, ob, und wenn ja wie, die anomalen Transportkoeffizienten vom
ambipolaren elektrischen Feld abhdngen. Dies kénnte starken Einflul auf das am-
bipolare elektrische Feld haben. In Ermangelung einer begriindbaren Alternative
wird jedoch davon ausgegangen, daB die anomale Diffusion von sich aus ambipolar
st d:-h; X,(.f:?,);e = XL?,L. unabhingig von dem ambipolaren elektrischen Feld.

Weitere Unsicherheiten kommen auf, weil eine mégliche Wechselwirkung zwi-
schen anomalem und Rippeltransport unberiicksichtigt bleibt. Der Ansatz X =
x(neokl) | x(an) wire dann nicht mehr gerechtfertigt. Aufierdem wird die Formel
fiir den anomalen Transport iiber den ganzen Plasmaradius verwendet; bestimmt

wurde sie dagegen im wesentlichen aus Messungen der Elektronentemperaturen in
der Nahe des Plasmarands.

Da jedoch fiir die anomale Diffusion kein theoretisches Modell zur Verfiigung
steht, bleibt keine Alternative zu (11.20).

Im Hinblick auf zukiinftige Experimente kann man hoffen, dafi diese Pro-
bleme weniger ins Gewicht fallen. Denn in zukiinftigen Experimenten werden
die Temperaturen hoher liegen. Das bedeutet, daB X(an) Kleiner wird, X (neokl)
dagegen anwichst. Falls die Konstanten D" und C°" fiir diese Experimente

nicht angewachsen sein sollten, z.B. wegen des stirkeren Magnetfelds oder des
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groferen “groflen” Radius, konnte bei gentigend hohen Temperaturen X (an) sogar

vernachlassigbar werden.

I1.2. DIE AMBIPOLARITATSBEDINGUNG

Der Ambipolarititsbedingung liegt zugrunde, daf$ durch das sich einstellende
elektrische Feld die gleiche Dichte fiir Elektronen und Ionen erzwungen wird, ge-
nauer, die Differenz der Dichten ist sehr klein gegeniiber den Dichten selber, wes-

wegen es berechtigt ist n := n, = n; zu setzen.

Fir den stationaren Zustand miissen natirlich die Teilchenfliisse 'y, 'y, gleich
sein, und wegen der Ladungserhaltung sind auch Q. und Q; identisch. Die Glei-
chungen (II.4a,b) fallen also zusammen. Dies gilt aber nicht fiir (I1.5a) und
(I1.5b), auch wenn n, = n; =: n gesetzt worden ist, da die Transportkoeffizienten
Xne,ne und Xp; n; trotzdem wegen me # m; oder T, # T; verschieden sind. Da
aber 'y, = I'y; ist, kann aus

dn dT, do
I‘ne = —Xn,c,ne"g’: = X“e:Ted_re = ch,é-&?: = (11.21)

dn dT; dé

= —Xn,-,n,-‘; = n,—,T,-? ~Xnib g, =i

das elektrische Feld ¢’ bestimmt werden. Dies ist die Ambipolaritits-Bedingung.
Da die Transportkoeffizienten selbst auch von dem elektrischen Feld abhingen
(vgl.(I1.15); ¢’ tritt in wg auf) ist (I1.21) nichtlinear. Es kénnen folglich mehrere

Losungen von (I1.21) existieren, wie schon seit lingerem bekannt [5, 6].

In dem Programm wird so vorgegangen, dafl nach drei Losungen gesucht wird
— mehr sind nicht zu erwarten — und dafl; wenn mehrere gefunden wurden,
die kleinste oder grofte Losung verwendet wird, je nachdem wie vom Beniitzer
spezifiziert. Einzelheiten sind in der Diplomarbeit [1] Abschnitt IV.4 beschrieben.
Diese beiden Moglichkeiten sollen demnéchst erganzt werden durch ein drittes
Entscheidungskriterium, welches auf die Stabilitdt der jeweiligen Losungen Bezug

nimmt. Ein solches Kriterium ist z.B. von Catto und Myra [15] angegeben worden.

Das Ergebnis von Shaing [11] ist hier nicht anwendbar, denn bei dessen Ablei-
tung wurde die Ambipolarititsbedingung fiir feste Gradienten n’, T}, T} ausgewer-

tet. Da das elektrische Feld erheblich schneller relaxiert als die Gradienten, be-
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schreibt diese Gleichung das Feld, das sich momentan einstellt. Auf einer lingeren
Zeitskala wird sich jedoch das Transportverhalten andern, weil das elektrische Feld
die Transportkoeffizienten beeinflut. Dann 148t sich die Ambipolarititsbedingung
nicht von den restlichen Transportgleichungen losgelost betrachten und muf wie

folgt interpretiert werden.

Gegeben sind die Flisse I'n, I',, I'7;. Die Transportkoeffizienten sind als Funk-

tion des ambipolaren elektrischen Feldes E bekannt. Damit lassen sich aus den

Transportgleichungen
Tpn=~Xnnn' = Xn1,T, — Xn 1, T} — X5 48’ (I1.22a)
Ty, = = X1, o' — X1, 1,Te — X1, 68’ (I1.22b)
I'r. = —XT,-,n.n’ - )(f:r‘."_r‘.Tt!r - XTl.’qgtﬁ' (I1.22¢)

die Gradienten n',T,, T, als Funktionen des elektrischen Feldes E = —&' berech-
nen. Die Dichtegleichung (I1.22a) ist durch Linearkombination der Gleichungen
(I1.5a,b) entstanden: T'p := (1 — A)Ty, + AL'y; Die Wahl A = % hat sich nume-
risch als am giinstigsten erwiesen. Diese Gradienten gehen dann in die Ambipola-

ritatsbedingung ein, die in der Form

A(E) =Tp,(E) —Tn,(E) = .
= (Xnini(E) = Xnome(E)) - #/(E)
~ X1, 1,(E) - Te(E) + X, 1,(E) - T (E)
+ (Xne g (B) = X, 4(E)) - E

(I1.23)

geschrieben wird. Die Nullstelle von A(E) muf bestimmt werden.

Das Problem der unterschiedlichen Interpretation der Ambipolaritats-
bedingung und die Folgen fiir die Stabilitdtsbedingung sind noch umstritten. (siehe
[16,17,18,8] und auch den Artikel von Hastings [6]) Zu letzterem wire anzumer-
ken, dafl das Auftreten von zwei Losungen oder keiner (vgl.Fig.2 in [6]) nur durch
das einfache Modell fiir die Diffusionskoeffizienten bedingt ist. Fiir realistischere

Diffusionskoeffizienten sind wieder eine oder drei Losungen zu erwarten.
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II.3. RECHNUNGEN MIT VORGEGEBENEM ELEKTRISCHEN FELD

Diese Rechnungen sind hauptsachlich zu Vergleichszwecken durchgefiihrt wor-
den, aufierdem sind die Ergebnisse gut zu gebrauchen als Ausgangsniherung fiir
Rechnungen, bei denen das elektrische Feld selbstkonsistent bestimmt wird.

Da das vorgegebene elektrische Feld das ambipolare nur annihern kann, gilt

im allgemeinen
Xne,nenf: T ch,TgTé + Xﬂ¢y¢¢’ % Xﬂnﬂe”;' il Xn.',Tsﬂ & Xn‘.,ngb'

Damit erhebt sich die Frage, ob nun die Elektronen- oder Ionendichtegleichung
verwendet werden soll. In dem Programm wurden wahlweise beide Moglichkeiten
realisiert. Bei der Vorgabe E = 0 wird im allgemeinen die Ionendichtegleichung
die Dichte und TeilcheneinschluBzeit nach unten abschitzen, die Elektronendich-

tegleichung nach oben.

Eine dritte Moglichkeit existiert, wenn man ignoriert, daf die Transportko-
effizienten vom elektrischen Feld abhdngen und Xnin; > Xn,,n, bericksichtigt.

Dann kann namlich das elektrische Feld naherungsweise aus

0= ~Xn;n' — Xp, T.T} — X, 48" (I1.24)
bestimmt werden zu:
1
s (Xngnen! + X, 7.T}) (IT.25)
X'n’-,gﬁ

Setzt man dies in die restlichen Gleichungen ein, so haben die Transportgleichun-

gen nun die Gestalt:

T; X
Fp=- (1 + Tt) ch.nenr - Xn,TeTe: e iMXﬂ,ﬂTg

€ Te Xﬂ,‘,ﬂ,‘
T :—(1+£)X n =X T'—?ié—-’-‘—xgn T! (11.26)
Tg 11e T,,n Te,Te € Te Xn,-,n‘- esn-—"1 .
: Xn.T
I = (XTT L XT.-,n.) T
ng,ng
wobei die Beziehungen
Xn’l‘!nl‘ thne
Koo = B8 ot i X 7 TR e
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XTl':n XTG:"'
Xr¢=ne—p= 3 Xpg=-ne—p=

ausgeniitzt wurden. Diese Naherung an die Ambipolarititsbedingung ist gut so-
lange der axisymmetrische Anteil der Transportkoeffizienten dominiert, der un-
abhingig vom ambipolaren elektrischen Feld ist. Die in [9] angegebenen Transport-
koeffizienten sind unter einer (I1.24) entsprechenden Bedingung bestimmt worden.

Aber auch auf den Rippeltransport wurde (I1.24) schon angewendet [19].

II.4. DIE QUELLTERME

Die Quellterme Qn,QT,,Q7; Werden im wesentlichen als Funktionen des Ra-

dius r vorgegeben. Es wurde

Qi = (ext)
Qr, = P + p, _ (11.27)
QTe = e(ezt) — Py — Pragd

verwendet. Dabei ist Qn =) die Teilchenquelle (durch Ionisation), P, (”t)(Pe(wt))

die von den Ionen (Elektronen) absorbierte Heizleistung, P,; der Elektron-Ion
Wairmeaustausch durch CoulombstoBe sowie P,,4 Strahlungsverluste. Die Profile

lauten im einzelnen:

(ezt) _ Qno (1 5 (; Z)ﬁn (1_ Ane_(%:n)z)
P_(cxt) 29 ( ,-)Z)ﬂl
? a
e(ext) Peo( xr 2)/9:
a

Bs r—rs)?
e . Prog = Prado (1 — (%)2) (1 - ASC_(T’L) )

(I1.28)

L @

Durch' die Parameter fBn,B;, B¢, Bs wird beeinfluBt, wie stark das Profil auf das
Plasmazentrum konzentriert ist, mit Ap,7n,dn bzw. As,rs,ds lassen sich Hohe,

Lage und Weite eines zweiten Maximums im Profil steuern.
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Lediglich P,; ist nicht als Profil sondern durch

gegeben. v, ist die Elektronstofifrequenz, siehe (I1.11). Diese Formel wurde aus

[20] iibernommen.

Die Angabe der Quellterme mittels radialen Profilen entspricht natiirlich nicht
der physikalischen Situation. Die Terme sollten eigentlich Prozesse simulieren, die
im Plasma auftreten, z.B. Ionisation von Neutralgas, Absorption der Heizleistung,
verschiedene Arten von Strahlungsverlusten usw. Diese Prozesse sind zumeist we-
niger eine Funktion des Radius allein, als auch der Dichte und der Temperaturen.
Dennoch ist eine Angabe durch Profile zundchst akzeptabel. Denn hiufig sind
auch die physikalischen Prozesse nicht liickenlos beschreibbar. Es werden also nur
neue Unbekannte gegen alte ausgetauscht, wie z.B. die Neutralgasdichte gegen Q@no
im Falle der Ionisation. Zweitens lassen sich die ungefihren Profile der Quellen, die
sich tatsdchlich einstellen, abschédtzen und drittens zeigt es sich, dal die Verteilung
der Quellen zwar auf die absoluten Grofien der Ergebnisse Einflul hat, kaum aber
auf die Form von Dichte- und Temperaturprofilen. Da quantitative Vergleiche mit
Experimenten zunédchst nicht beabsichtigt sind, erscheint die Angabe der Quellen
als radiales Profil ausreichend. Fiir zukiinftige Anwendungen ist eine Erweiterung

des Codes im Programm bereits vorgesehen.

II1.5. DIE RANDBEDINGUNGEN

Drei Randbedingungen ergeben sich daraus, dal das Plasma als symmetrisch
zum Mittelpunkt angenommen wird. Es folgt, daB die Flisse im Zentrum (d.h.

fir r = 0) verschwinden miissen.
I'n(0) =TT, (0) =T (0)=0 (I1.30)

Bei den restlichen drei Randbedingungen ist man in der Wahl frei. Die einfachste

Wahl ist es die Dichte sowie die Temperaturen am Rand vorzugeben.
n(a) =ng ; Te(a)=T., ; Ti(a)= T;, (I1.31)

Eine weitere Moglichkeit erhdlt man, wenn man annimmt, da die iiber den Plas-

marand diffundierenden Teilchen verloren gehen. Da jedes Teilchen seine eigene
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kinetische Energie mit sich abfiihrt, erhdlt man einen Zusammenhang zwischen

den Energiefliissen und dem Massenflul am Plasmarand:

Tz (a) = nge (&)Tn(a)

7,() = SKT:(a)Tn(a)

(I1.32a)

Diese beiden Gleichungen werden noch durch die Vorgabe der Dichte am Plasma-

rand erganzt.

n(a) = ng | (I1.32b)

Beide Varianten wurden im Programm realisiert.
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ITI. Numerische Methoden

Die Differentialgleichungen so wie sie in Kapitel II formuliert sind, sind
zunichst implizit. Um sie numerisch zu 13sen ist es vorteilhaft nach I’ T T
€ ]

und n/, T!, _’Ef aufzulosen. Fiir die erste Gruppe ist dies einfach, man erhalt:

T
I‘:;—_"Qn_?n
T
T = Qn — f (IT1.1)
Tt
r'.an_ T'
' r

Fir die zweite Gruppe mufl das lineare Gleichungssystem (II.5) geldst werden.

Formal 138t sich die Lésung als

n' rn+ Xn,¢¢’
T, | =X7'| Ty, + X7, 4¢' (II1.2)
T Iz, +Xr,4¢'

schreiben. (¢ ist in diesem Zusammenhang fest vorgegeben.) X bezeichnet die
Matrix der Transportkoeffizienten
Xnn X1, X
X=|Xrn Xr,r, 0
Xm0 Xpq
Damit a8t sich das Problem als explizite Differentialgleichung y' = f(z,y) formu-

lieren, dabei ist

(T )

<
I

.
I
O
IR
|
<




und z =r.

Hier ist die in der numerischen Mathematik iibliche Konvention ibernommen
worden, daB ein Strich unter den Gréflen “_” einen Vektor bezeichnet. Dies dient

auch zur Unterscheidung zu Vektoren im Sinne der Physik.

Entscheidend fiir dieses Vorgehen ist, da8 (I11.2) 168bar ist, d.h., da8 X nicht
singuldr ist. Um dies zu zeigen kann wie folgt argumentiert werden. Man kann
die thermodynamischen Variablen wechseln und zu solchen iibergehen, bei denen
die thermodynamischen Fliie F; und Krifte f; zueinander konjugiert sind. Fir

diese gibt es eine zu (I11.2) dquivalente Gleichung.
Fo =Y oy; f (IT1.3)
J

Die den Stofiprozessen zugrunde liegenden Prozesse sind invariant gegen Zeitum-
kehr. Deshalb garantiert die Onsager-Relation, daB o;; symmetrisch und positiv
definit ist. Folglich ist (III.3) 168bar und damit auch (111.2), da es ja zu (I11.3)

aqivalent ist.

In der Praxis wird nicht (ITI.2) geldst, sondern

rn + Xn’¢¢’ Xn’ﬂ %Xﬂ,Tg %Xn’ﬂ r;i,

Ty, + X148 | = | £XTn sXT.T. 0 T (111.4)
!

I'7; + X1;,4¢' AXpa O iXnn) \g

2.—1

Das hat den Vorteil, daB alle Elemente der Matrix die gleiche Dimension cm®s™
haben und deshalb die Zahlenwerte von gleicher Gréfenordnung sind. Dadurch

ist die zu invertierende Matrix equilibriert und die Inversion numerisch stabil.

Nachdem die Differentialgleichung in explizite Form gebracht worden ist, 1aft

sich das Randwertproblem in der folgenden allgemeinen Form schreiben

Y = f(z,9) (I11.5)
0 (@ < b) (I11.8)

Es wird gelost mittels eines modifizierten Mehrzielverfahrens (Multiple Shoo-
ting/Splitting Method), welches ausgehend vom klassischen Mehrzielverfahren
(sieche [21]) auf die spezielle Problemstellung hin entwickelt wurde. Die Modi-

fikationen zum klassischen Mehrzielverfahren sind in [1] beschrieben.
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Zur Lésung der dabei anfallenden Anfangswertprobleme wird das Extrapolati-
onsverfahren (siehe [22,23]) verwendet. Dieses Verfahren erméglicht bei der selbst-
konsistenten Berechnung des elektrischen Feldes grofie Rechenzeitersparniss indem

mittels Interpolation Schitzwerte fiir das E-Feld bereitgestellt werden koénnen

[1].

27




IV. Numerische Ergebnisse

Mit diesen Rechnungen wurde das Ziel verfolgt die Unterschiede herauszuar-
beiten, die sich durch die Erweiterungen zu ilteren Programmen ergeben. Dazu
werden zunachst zum Vergleich die Ergebnisse von Rechnungen prasentiert, bei
denen nur die Diagonalterme Xn n, X7, 7, undXr; 7; der Transportmatrix verwen-
det wurden, das elektrische Feld gleich Null gesetzt wurde, und als Randbedingun-
gen fest Werte fir Dichte und Temperaturen vorgegeben wurden. Diese Rechnun-

gen unterscheiden sich nur geringfiigig von Rechnungen mit dem TEMPL-Code.

Als erste Erweiterung wird auf die Nichtdiagonal-Terme der Transportmatrix
eingegangen, sodann folgt die Diskussion der modifizierten Randbedingungen und

des selbstkonsistent berechneten elektrischen Feldes.

Da der Schwerpunkt der Rechnungen auf dem Herausarbeiten neuer Effekte
lag, wurde auf einen detaillierten Vergleich mit Meflergebnissen verzichtet. Jedoch
wurde darauf geachtet, dafl die Rechnungen im Parameterbereich des Stellarators

WVII-A lagen, um sicherzustellen, da# die Rechnungen experimentelle Relevanz
haben.

IV.1. DIE REFERENZ- RECHNUNGEN

Um die Ergebnisse untereinander moglichst gut vergleichen zu konnen, wur-
den die meisten der Eingabeparameter fiir alle Rechnungen festgehalten. Dazu
gehoren: Der grofie Radius R = 2 m; der kleine Radius des Plasmarands a = 10 cm;
das Magnetfeld B = 3.2 - 10* G; die Rotationstransformation ¢ = 0.45 und der he-
likale Rippel €} = €9 + €1(5)" mit g = 0,¢; = 0.024 und x = 1.

Die Profile mit denen die Heizleistung sowie die Teilchennachfiillrate modelliert

werden, wurden durchgehend als parabolisch angenommen.

0 =om 1= ()]
A== ma(1- (5))

@no wWurde, wenn notig, so modifiziert, dafl die zentrale Dichte Werte annimmt, die
mit MeBergebnissen in etwa in Einklang stehen. Fiir P, und P, erwies sich ein
solches Nachfiihren als nicht notwendig; es konnte P, und P;, konstant gehalten

werden, so daf die von den Elektronen absorbierte Leistung bei 80kW lag, wahrend
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die Jonen keine externe Heizung erhielten (P;, = 0). Sie wurden lediglich durch
den Austauschterm P,; (siehe (I1.29) ) geheizt. Diese Wahl simuliert ein Heizen
des Plasmas durch Elektronzyklotronheizung (ECRH), welche am W7A als eine

Heizmoglichkeit zur Verfiigung stand.

Fir die meisten Rechnungen wurden als Randbedingungen n(a) =
1012¢m3, T, (a) = Tj(a) = 50eV gewihlt. Diese Werte liegen etwas iiber den
experimentellen Daten. Da die erhéhten Randwerte jedoch die Rechenzeit oft
erheblich verkiirzen und da ein quantitativer Vergleich mit MeBwerten nicht an-
gestrebt wird, erscheint die Wahl gerechtfertigt. Qualitativ ist nach wie vor gute

Ubereinstimmung von gemessenen und berechneten Profilen erreichbar.

Zu jeder Rechnung wird eine Tabelle mit den wichtigsten verinderlichen Ein-

gabedaten und Ergebnissen angegeben. Diese sind im einzelnen:

- Gesamtnachfiillrate ¢: Sie gibt an wieviel Teilchen pro Sekunde dem Stella-

rator zugefiihrt werden: ¢ = [§ 27 R - 27r - ngezt) (r) dr

- Nicht-diagonal Elemente: Es wird angegeben, ob die Nichtdiagonal-Elemente

der Transportmatrix verwendet werden.

- Elektrisches Feld: Es wird angegeben, ob das elektrische Feld selbstkonsi-
stent berechnet wurde oder welche Methode ersatzweise verwendet wurde.
Es bedeutet “E = 0,n.”,dafl das elektrische Feld gleich null gesetzt wurde,
und, dafl die Elektronen-Dichtegleichung verwendet wurde. “E = 0,n,;” ana-

log.

- Anomale Diffusion: Es wird angegeben, ob die anomale Diffusion

beriicksichtigt wurde.
eventuell:

Randbedingungen, falls sie von der Standardwahl abweichen.

Strahlungsverluste, sofern welche in der Rechnung beriicksichtigt wurden.

Zentral- und Mittelwert der Dichte: n(0) und (n)

Zentral- und Mittelwert der Elektronentemperatur 7,(0) und (7).

Zentral- und Mittelwert der Ionentemperatur 7;(0) und (T}).

Teilchen- und EnergieeinschluBzeiten 7, und 7.
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Die Mittelwerte der Temperaturen sind mit der Dichte gewichtet:

wobei N, die Gesamtzahl der vorhandenen Teilchen ist
a
Niot = /271'R 2mr - n(r) dr
und E; die gesamte in der Spezies j gespeicherte Energie:
a
f 27 R - 27r - TJ (r) - n(r)dr
0

Die EinschluBzeiten sind iiber die Teilchen- bzw. Energiefliisse am Plasmarand
definiert:

Niot
27R - 27r - T'n(a)

Tn =

und
27R - 27r - (I‘T‘.(a) + I‘Te(a,))

TR =

Bild 3 zeigt die Profile einer Rechnung (Rechnung 1), die stellvertretend
als Beispiel fiir Rechnungen mit @lteren Programmen (TEMPL) durchgefithrt
wurde. Das elektrische Feld ist gleich Null gesetzt, nur die Diagonalterme
Xnn, X1, T,» XT;,T; der Transportmatrix finden Verwendung und diese beinhalten

aber auch die anomalen Transportkoeffizienten.
Tab. 1: Rechnung 1

¢ =1.5-10%0s"1

Nichtdiagonal-Elemente : nicht verwendet
elektrisches Feld : E=0 ; ne
anomale Diffusion :  beriicksichtigt

n(0) =8.53-102cm™ ; T.(0) =0.86keV ; T;(0) =0.25keV
(n) =2.48- 102ecm™2 ;  (T.) =048keV ; (T;) =0.20keV

g =20ms ; 7, =6.5ms
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Abb. 8: Dichte- und Temperaturprofile der Vergleichsrechnung. (Rechnung 1)

Der Verlauf dieser Profile ist typisch fir Rechnungen dieser Art. Durch Va-
riieren der Teilchennachfiillrate und der Heizleistung, sowie der entsprechenden
Depositionsprofile kann innerhalb der Messfehler Ubereinstimmung mit experi-

mentellen Daten erreicht werden [3].

Bei dieser Rechnung wurde fiir die Dichtegleichung der Elektronen- Diffusi-
onskoeffizient verwendet, d.h. Xnn = Xnen,. Verwendet man statt dessen den
Ionen-Diffusionskoeffizienten (Xpnn := Xn,,n;), so verindert sich der Verlauf der
Profile nur wenig; lediglich die absoluten Werte verandern sich geringfiigig. Sie
sind in der Tabelle 2 aufgefiihrt.

Der Grund fiir die erstaunlich geringen Unterschiede liegt darin, dafl der
anomale Transport dominiert. Bild 4 zeigt die Transportkoeffizienten als Funktion

des Radius fiir die Rechnung 1.

Der in der Bildlegende mit “classical” bezeichnete Anteil ist der axisymmetri-

sche Anteil X(37), Wegen der Form der Transportkoeffizienten

X = xlazt) 4 x(rel) 4 x(an)
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Tab. 2: Rechnung 2

¢=15-1020s"1
Nichtdiagonal-Elemente : nicht verwendet
elektrisches Feld : E=0 5 ng

anomale Diffusion :  beriicksichtigt

n(0) = 6.12-102cm™3 ; T.(0) =0.88keV ; T;(0) =0.22keV
(n) =2.22-102cm™® ; (T.)=046keV ; (T;) =0.1TkeV

Tg=1Tms ; 7, =25.8ms
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Abb. 4: Diffusions- und Elektronenwdrmeleitungskoeffizient als Funktions des Ra-

dius in Rechnung 1

ist in diesem Fall allein X( n) ausschlaggebend. Die Unterschiede von X,{f::,n),

X&:T:.? bzw. X&:{) ,Qd und X,(,;f n)‘. fallen nicht ins Gewicht. Der anomale Anteil ist
aber als von sich aus ambipolar angenommen worden, d.h. X,(rf:?,);e ,(1?,2‘ Die
Elektronen- und Ionendiffusionskoeffizienten unterscheiden sich daher bei diesen

zwei Rechnungen nur wenig.

Die Verwendung der anomalen Transportkoeffizienten so wie in Abschnitt I1.1.3
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angegeben, kann nur als Behelf angesehen werden. Dies gilt insbesondere fiir
Rechnungen, bei denen die volle Transportmatrix beriicksichtigt wird, denn die
anomalen Transportkoeffizienten wurden im Rahmen eines Transportmodells be-
stimmt, das nur die Diagonalterme beinhaltet hat. Ebenso ist bei Rechnungen mit
selbstkonsistenter Bestimmung des radialen elektrischen Feldes der anomale An-
teil des Diffusionskoeffizienten Xy, 5, storend, da die Ambipolaritit der anomalen
Diffusion nur eine Annahme ist. Ware dagegen die anomale Diffusion nicht von

sich aus ambipolar, so hatte das voraussichtlich einen entscheidenden Effekt auf
das elektrische Feld.

Aus diesen Grinden wurden auch Rechnungen durchgefiihrt, bei denen der
anomale Transport unberiicksichtigt blieb oder reduziert wurde. Zwar sind diese
Rechnungen irrelevant, was den Vergleich mit experimentellen Daten angeht, je-
doch sind sie niitzlich um Effekte herauszuheben, die moglicherweise von dem
anomalen Transport verschleiert werden. Als Referenz werden in Bild 5 die Ergeb-
nisse einer Rechnung (Rechnung 3) abgebildet, die wie Rechnung 1 nur mit den
Diagonalelementen der Transportmatrix durchgefiihrt wurde und bei der eben-
falls das elektrische Feld identisch gleich Null gesetzt wurde. Im Gegensatz zu
Rechnung 1 wurde der anomale Transport vernachlassigt und deshalb gezwunge-
nermafien die Teilchennachfiillrate gesenkt, um den dadurch bedingten Anstieg

der Dichte auszugleichen.

Tab. 3: Rechnung 8

¢ =5-1019"1
Nichtdiagonal-Elemente : nicht verwendet
elektrisches Feld o =0 g ine
anomale Diffusion : nicht beriicksichtigt

n(0) =1.48-108¥cm™ ; T.(0) = 1.48keV ; T;(0) = 0.31keV
(n) =7.21-10%cm™3 ; (T.) =1.10keV ; - (T:) =0.25keV
Tp=11.5ms ; 7p =56.9ms

Charakteristisch fiir die Rechnungen ohne anomalen Transport ist es, daf das
Dichte- und insbesondere das Elektronentemperaturprofil sich am Plasmarand auf-

steilen. Dies steht im Widerspruch zu den Messwerten. Auflerdem wiirden derart
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Abb. 5: Dichte- und Temperaturprofile einer Referenzrechnung ohne anomalen

Transport (Rechnung 8)

groBe Gradienten mit hoher Wahrscheinlichkeit zu Instabilitdten Anlafl geben.

Das Auftreten dieser groBen Gradienten ist im Rahmen dieser Rechnungen
ohne anomalen Transport unvermeidbar. Denn sowohl der axialsymmetrische An-
teil als auch der Rippel-Anteil der Transportkoeffizienten sind monotone Funk-
tionen der Temperatur und Dichte. Folglich werden die Transportkoeffizienten
mit sinkender Dichte und Temperatur kleiner.(Bei ansonsten unverinderten Be-
dingungen) Bild 6 zeigt die Transportkoeffizienten als Funktion des Radius, die zu

Rechnung 3 gehoren.

Bei der Interpretation dieser Plots mufi beachtet werden, daB die durchgezo-
gene Linie (mit “total” bezeichnet) den tatsichlich in der Rechnung verwende-
ten Transportkoeffizienten darstellt, also in diesem Fall Xpn = X,(i?:;)c + X,(Q?:Qe.
Dagegen werden fiir das Plotten des axisymmetrischen Anteils (gestrichelt) und
des Rippel-Anteils (gestrichelt - gepunktelt) das arithmetische Mittel von Ionen-
" und Elektronenwert verwendet, also X&fﬁi) = %(X,(rf:f:;)e + Xff:f:;z) bzw. Xg’,’._l) =

%(XS{,’:Q, + ng’i),) Dies hat den Vorteil, dal man aus dem Plot die Differenz von
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Abb. 6: Die Transportkoeffizienten der Dichtegleichung als Funktion des Radius zu
Rechnung 8. (Die restlichen Transportkoeffizienten haben dhnliche Verldufe)

Ionen- und Elektronendiffusionskoeffizient abschéitzen kann, da die gestrichelten

Linien sich eben nicht zur durchgezogenen aufaddieren.

Der axisymmetrische Anteil der Transportkoeffizienten fallt iber den Radius
monoton; dies reflektiert seine Abhangigkeit von Dichte und Temperatur. Der
Rippel-Anteil dagegen wachst zunachst an. Da der helikale Rippel im Stellarator
W VII-A linear zum Rand hin anwéachst (¢, = 0.024r/a), ist dies auch zu erwar-
ten. Jedoch sobald die Dichte- und Temperaturabhéngigkeit dariiber dominieren,
kommt es zu einem rapiden Abfall. Denn kleinere Dichten und Temperaturen
bedeuten kleinere Transportkoeffizienten. Dadurch wiederum sind die Gradienten
grof}, Dichte und Temperatur fallen noch schneller, was kleinere Transportkoeffi-
zienten zur Folge hat usw. Der Prozess schaukelt sich also auf. Dem kann nur
Einhalt geboten werden durch einen Term in den Transportkoeffizienten, der mit
fallender Dichte bzw. Temperatur anwachst, wie dies bei den anomalen Trans-

portkoeffizienten der Fall ist.

Auch zu dieser Rechnung (Rechnung 3) ist eine analoge Rechnung durchgefiihrt
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worden, bei der Ionendiffusionskoeffizienten statt des Elektronendiffusionskoeffizi-

enten verwendet wurden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4 zusammengefaft.

Tab. 4: Rechnung 4

. ¢ =5-1019"1
Nichtdiagonal-Elemente : nicht verwendet
elektrisches Feld : E=0 ; ng
anomale Diffusion : nicht beriicksichtigt
n(0) =1.10-108em™® ; T,(0) =1.53keV ; T;(0) =0.28keV
(n) =6.53-102em™ ; (T.) =1.10keV ; (T;) =0.23keV
g =103ms ; 7, =51.6ms

Die geringen Unterschiede zu Rechnung 3 sind zunichst erstaunlich, da der
axisymmetrische Anteil der Diffusionskoeffizienten proportional zur Wurzel der
Masse der Teilchen ist. Das wire ein Faktor y/m;/m. ~ 43, um den die Ionendif-
fusion zumindest im Plasmazentrum gréfler sein miifite. Teilcheneinschlufzeiten

von gleicher Gréfenordnung fiir beide Rechnungen scheinen ausgeschlossen.

Die Losung dieses scheinbaren Widerspruches liegt darin, dal bei ECRH-
geheizten Plasmen, wie sie durch diese Rechnung simuliert werden, die lonentem-
peratur gegen die Elektronentemperatur klein ist. Es kann angenommen werden,
daB der axisymmetrische Anteil des Diffusionskoeffizienten etwa wie T3/2 skaliert.
Das ergibt einen Faktor von (%)3/2 =] (%)3/2 2 Tlg bzw. (%_3%) /4 S ilﬁ Die
Diffusionskoeffizienten sollten sich danach im Plasmazentrum um einen Faktor von

etwa 3.4 bis 4.1 unterscheiden. Aus den numerischen Ergebnissen ergibt sich ein
Faktor 4.0.

Dafiir, daB auch dieser Faktor sich nicht in den Ergebnissen wie der zentralen
Dichte oder der TeilcheneinschluBzeit widerspiegelt, ist der Rippel-Anteil verant-
wortlich. Die einzigen Terme, die in (I1.15) eine Massenabhéngigkeit einfithren,
sind v; o m~1/2 und w? Bei w hingt es davon ab, welche der Frequenzen
wg,ws,wp und wy in der Summe dominiert. Fiir wg,ws dominant ergibt sich
X(rPl) o« m~1/2; fiir wp dominant ist X(rP!) unabhingig von m und fir w, do-
minant erhalt man eine X("P) v/m Abhéngigkeit. Diese komplexe Abhéngigkeit

macht es so gut wie aussichtslos, die Unterschiede abschatzen zu wollen, die sich
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fiir den Rippeldiffusionskoeffizient im Mittel ergeben sollten. Ein Faktor 4 (in

beide Richtungen) ist aber sicherlich mit den obigen ﬁberlegungen vereinbar.

Es erscheint wichtig, die unterschiedlichen Ursachen fiir die Ahnlichkeit zwi-
schen den Rechnungen 1 und 2 bzw. zwischen den Rechnungen 3 und 4 zu betonen.
Bei Rechnungen 1 und 2 ist der anomale Anteil dominant und die Ahnlichkeit ist
durch die Annahme der Ambipolaritdt der anomalen Diffusionskoeffizienten be-
dingt. Dieser Effekt wird sich bei allen Rechnungen einstellen, bei denen die
anomale Diffussion dominiert. Bei Rechnungen 3 und 4 jedoch ist die Ahnlichkeit
nur dadurch bedingt, dafl ein Fall mit ECRH-Heizung simuliert wird und sich die
Temperaturen mehr oder weniger zufillig so einstellen, dafi die Temperaturdiffe-

renz gerade die Massendifferenz kompensiert.

IV.2. DER EFFEKT DER NICHTDIAGONAL- ELEMENTE DER TRANSPORTMA-
TRIX

In Rechnung 5 wurden die gleichen Eingabedaten verwendet wie fiir Rechnung
1 mit Ausnahme der dazugekommenen Nichtdiagonal-Elemente der Transportma-

trix.

Tab. 5: Rechnung 5

¢ =1.5-10%05"1

Nichtdiagonal-Elemente : verwendet
elektrisches Feld =0
anomale Diffusion : bericksichtigt

n(0) = 7.45 - 102 ¢m—3 - Te(o) =0.84keV ; Tl(()) = 0.16keV
(n) =2.36-101%2cm™® ; (T.,) =047keV ; (T;) =0.15keV

Tg=1Tms ; 71, =6.2ms

Am starksten betroffen sind die Ergebnisse fiir die Ionentemperatur. Die To-
nentemperatur im Plasmazentrum fallt um 36%, der Mittelwert immerhin noch
um 25%. Die Elektronentemperatur dagegen bleibt nahezu konstant: Zentral- und

Mittelwert fallen um je 2 Prozent.

Fast wichtiger als diese quantitativen Unterschiede erscheint die Beobachtung,
dafl das Profil der Ionentemperatur schwach invertiert ist, also zunichst zum

Rande hin ansteigt, bevor es zum Randwert hin abfallt.
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Abb. 7: Dichte- und Temperaturprofile nach Hinzunahme der Nichtdiagonal-
Elemente (Rechnung 5)

Dies ist ein qualitativ vollkommen neues Ergebnis; es ist mit einem diagonalen
Transportmodell prinzipiell unvereinbar. Denn die Richtung des Energieflusses
ist immer auswarts. Wenn nur die Warmeleitung betrachtet wird, folgt daraus
notwendigerweise, dafl die Temperatur zum Plasmarand hin abfillt, da die Ener-

gieverluste (Senken) die Heizleistung im Zentrum sicherlich nicht iibertreffen.

Diese invertierten Profile erscheinen nach wie vor mit experimentellen Da-
ten innerhalb der Messfehler vereinbar zu sein. Es gibt sogar Anzeichen dafiir,
dafl die mit der Invertierung der Profile verbundene Verbreitung eine bessere
Ubereinstimmung mit experimentellen Daten ergeben kénnte [24]. In einem ande-

ren Stellarator sind Profile gemessen worden, die eindeutig invertiert waren [25].

Die Invertierung 1aBt sich am einfachsten verstehen, wenn man die Ener-
gieflisse gemafB

dn de

'7y = Xty + X113 50

aufspaltet (siehe Bild 8).
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Abb. 8: Zusammensetzung der Ionen- und Elektronenenergieflisse bei Rechnung 5

Als eine Folge der Simulation von ECRH-geheizten Plasmen wird der Energie-
transport vornehmlich iiber die Elektronen abgewickelt. I'r, ist mehr als vierzig
mal so grof§ wie I'7;. Deshalb hat der durch den Dichtegradienten getriebene Ener-
gietransport fir Elektronen und Ionen héchst unterschiedliche Bedeutung, obwohl

er in absoluten Zahlen fast gleich gro8 ist.

Bei den Elektronen ist er fast vernachlassigbar. Das liegt auch daran, daf§ der
Warmeleitungskoeffizient X7, 7, durch den anomalen Anteil sehr viel grofer ist als
der Nichtdiagonal-Term X7, ,. Bei halben Radius 50 mal gréfer, am Plasmarand

sogar 50000 mal.

Bei den Ionen jedoch dominiert der durch den Dichtegradienten getriebene
Energietransport. Die Ursache liegt jetzt aber nicht daran, da8 XT; n grofer als
Xt T, ware — das Gegenteil ist der Fall — sondern daran, daf der Dichtegradient

%%% groB gegen den Ionentemperaturgradienten ircfi—i:l ist.

Bei nichtlinear koppelnden Systemen ist es in der Regel unzulissig mit kausalen
Ketten zu argumentieren. In diesem Fall scheint es jedoch gerechtfertigt wie folgt

zu schliefen. Der Teilchentransport ist im wesentlichen unabhingig vom Verhal-

39




ten der Ionentemperatur. Denn erstens wurde fiir diese Rechnung die Elektronen-
dichte - Gleichung verwendet und zweitens ist Xy n wegen des anomalen Anteils
bestimmend und nicht ein Nichtdiagonal-Element der Transportmatrix. Der Ge-
samtenergieflufl wird ebenfalls als unabhangig vom Ionentransport angenommen.
Denn TI'y, ist eindeutig iiber die Differentialgleichung (c) -,1;% ("FT,-) = Qr, aus
den Quellen Q7;, bestimmt. Die einzige Quelle ist zur Zeit jedoch der Elektron-
Ion Warmeaustauschterm P,; « T, — T;. Da T; aber klein gegen T, ist, hat eine
Anderung in T; geringe Wirkung auf P,;; insbesondere ist P,; (durch T; = 0)
beschrankt.

Akzeptiert man diese Pramissen, so kann der durch Warmeleitung hervorgeru-
fene Energieflul X7, T % als freie Grofle angesehen werden, wahrend der Gesamt-
flu T'; und der durch den Dichtegradienten getriebene Anteil Xﬂ,n%';,—‘ gegeben
sind.

Fiir das ECRH-geheizte Plasma ist nun Q7; = P,; recht klein, folglich auch
I'7,. Der vom Dichtegradient getriebene Teil ist jedoch von der Art der Hei-
zung unabhingig und kann daher - wie hier - I'7; ibertreffen. Als Konsequenz
muB sich ein invertiertes Ionentemperaturprofil einstellen, damit dies durch die
Warmeleitung ausgeglichen wird. Durch den Massentransport wird also so viel
Energie an den Plasmarand gefiihrt, dafi durch die gewShnliche Wérmeleitung
die Energie zum Teil wieder zum Zentrum zuriickgefiihrt werden muf}, damit die

Energiebilanz stimmt.

Eine zu Rechnung 2 analoge Rechnung, bei der die Ionen- statt der Elektro-
nengleichung zur Dichtebilanz verwendet wurde, ist selbstverstindlich ebenfalls
durchgefiihrt worden. Die Profile sehen den von Bild 7 sehr ahnlich, weswegen die

Ergebnisse nur in Tabellenform (Tabelle 6) zusammengefaft sind.

Das zu Rechnung 5 Gesagte trifft im wesentlichen auch hier zu. Auffallend
ist lediglich, da8 durch Hinzunahme der Nichtdiagonal-Terme die Dichte sogar ge-
stiegen ist. Das ist durch die Inversion des Ionentemperaturprofils bedingt. Denn
durch das ansteigende Profil ist nicht nur die Ionenwarmeleitung, sondern auch die
Ionen-Thermodiffusion nach innen gerichtet. (Thermodiffusion ist die durch den
Temperaturgradienten getriebene Diffusion). Entsprechend dem flacheren Profil

der Ionentemperatur ist der Zuwachs auch schwacher ausgeprégt als der Abfall in
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Tab. 6: Rechnung 6

¢ =1.5-10%05"1

Nichtdiagonal-Elemente : verwendet
elektrisches Feld : E=0 ; mny
anomale Diffusion : bertcksichtigt

n(0) =6.51-10%cm™ ; T,(0)=0.85keV ; T;(0)=0.16keV
(n) =221-10%cm™ ; (T.)=046keV ; (T})=0.15keV

Tg=16ms ; 7, =5.8ms

Rechnung 5.

Bei den Versuchen, Rechnungen mit Nichtdiagonal-Elementen aber ohne
anomalen Transport durchzufiihren, konnte keine Konvergenz erzielt werden. Um
dennoch den EinfluB des anomalen Transports auf diese Rechnungen abschitzen
zu kénnen, wurden die Konstanten des anomalen Transports D{(9%) und ¢ (en) (vl
(I1.20)) reduziert. Dies war so weit moglich, bis der anomale Anteil der Trans-
portkoeffizienten nur noch in den &duflersten zwei bis drei Millimetern des Plasmas

einen Einflufl hatte.

Ein Ziel dieser Rechnungen war es herauszufinden, ob die Nichtdiagonal-
Elemente der Transportmatrix den anomalen Transport — zumindest zu einem
Teil — erkldren. Das Gegenteil ist jedoch der Fall. Nach wie vor treten am
Plasmarand steile Gradienten auf. Zusatzlich konnen jedoch die Profile so stark

invertieren, daf sie experimentellen Daten krass widersprechen; siehe Bild 9.

Tab. 7: Rechnung 7

¢ =1-10205"1
Nichtdiagonal-Elemente : verwendet
elektrisches Feld s = Odigdi g
anomale Diffusion : reduziert D(®") = 4.107 erg?/3 /cms

clan) = 2. 108 erg?/3/cms

n(O) =4.42-102 cm™3 : Te(o) = 1.80keV ; Tt(o) = 0.10keV
(n) =8.73-101em™® ; (T,)=2.19keV ; (T) =0.11keV

TE=24ms ; 7T, =34ms
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Abb. 9: Dichte- und Temperaturprofile einer Rechnung mit Nichtdiagonal-Termen

und reduziertem anomalen Transport (Rechnung 7)

Dieses Ergebnis zeigt deutlich, da Rechnungen ohne anomalen Transport
nicht sinnvoll sind. Man beachte insbesondere die Inversion des Dichteprofils am
Plasmarand! Erwahnenswert ist, daf dies nicht durch die Randbedingungen ver-
ursacht ist, wie man zunichst vermuten konnte. Auch wenn der Randwert der

Dichte stark abgesenkt wird, bleibt die Inversion deutlich ausgepragt.

Es lohnt sich nicht, niher auf dieses Ergebnis einzugehen, da es physikalisch
belanglos ist. Erwiahnenswert ist aber, dal nun deutliche Unterschiede zutage
treten zwischen Rechnungen mit Elektronendichtegleichung und Ionendichteglei-
chung. Bei letzteren sind die Temperaturprofile nicht mehr invertiert; die Inversion
des Dichteprofils am Plasmarand bleibt aber abgeschwicht erhalten. Die Profile
ahneln stark denen von Bild 5. Der Vollstindigkeit halber sind die Ergebnisse
in Tabelle 8 angegeben. Man beachte den Unterschied in den EinschluBzeiten zu

Rechnung 7.
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Tab. 8: Rechnung 8

¢ =1-10%05"1
Nichtdiagonal-Elemente : verwendet
elektrisches Feld : E=0 ; n;
anomale Diffusion : reduziert D(9") = 3.108 erg?/3 [cms

clan) = 2. 107 erg?/3 /cms

n(0) =1.49-10%cm™® ; T.(0) =1.33keV ; T;(0) = 0.25keV
(n) =7.69-10%cm™® ; (T.)=098keV ; (T:)=0.22keV
T =11.0ms ; 7, =30.4ms

IV.3. RECHNUNG MIT VERANDERTER RANDBEDINGUNG

Die Vorstellung die diesen Randbedingungen zu Grunde liegt, ist die, daB ein
Teilchen, wenn es den Plasmarand iiberschreitet, seine kinetische Energie %kT
mit sich abfiihrt. Das fiihrt zu der in (/1.32) angegebenen Beziehung zwischen
Teilchen- und Energieflu am Plasmarand. (siehe auch Punkt “Randbedingungen”
in der Tabelle zu Rechnung 9) Um bei Rechnungen mit diesen Randbedingungen
physikalisch sinnvolle Ergebnisse zu erhalten, mu8 ein sehr grofier Energieverlust
der Elektronen am Plasmarand, z. B. durch Strahlung, angenommen werden. Die

Ergebnisse von Rechnungen mit Randbedingungen (71.32) sehen dann so aus:

Tab. 9: Rechnung 9

¢ =1.5-10%05"1

Nichtdiagonal-Elemente : nicht verwendet
elektrisches Feld PASEEE QUsp Jib,
anomale Diffusion : beriicksichtigt
Strahlungsverluste : Pogg=T9kW
Randbedingungen : n(a) =1-102cm™3

Iz, = 3kT.I'n T = 3kT;Ty

n(0) =5.96-102cm™ ; T,(0) =053keV ; T(0) = 0.20keV
(n)=181-10%cm™® ; (T.)=024keV ; (T;)=0.14keV

TE = 64.4 ms ; Tn =4.8ms

T.(a) =24eV ; Ti(a) =3.6eV
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DENSITY (cm™3) TEMPERATURES (keV)

.SE013
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----- IONS ; ——— ELECTRONS

Abb. 10: Dichte- und Temperaturprofile einer Rechnung mit verdnderten Randbe-
dingungen (Rechnung 9)

Der Grund, warum ein so hoher Verlust bei den Elektronen angenommen wer-
den mu8, liegt darin, daB fir diese Rechnungen die Profile fiir Heizung QT,- und
Teilchennachfiillrate Qy, (sieche Kap. II.4) weitgehend fest als Funktionen des Ra-
dius vorgegeben sind. Deshalb sind auch die Flisse I'r,,I'1;,In schon durch die
Gleichungen (I1.7) weitgehend eindeutig festgelegt. Infolgedessen haben die Rand-
bedingungen (I1.32) doch fast den Charakter einer festen Vorgabe der Randtem-

peraturen durch

1. Lr
AT R
3 k Iy
il 2 1 Iy, (Iv.1)
47058 Rker I

Dies wird lediglich durch den Energieaustauschterm P,; durchbrochen, der auf I'r,
und I'7; EinfluB hat.

Wie schon frither festgestellt, ist bei ECRH-geheizten Plasmen der Ener-
gieflufl der Ionen sehr viel kleiner als der der Elektronen. Nach Gleichungen (IV.1)

ware damit auch T} etwa vierzig mal kleiner als T.
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Durch die Einfiihrung der Strahlungsverluste am Plasmarand erreicht man,
dafl die Energie der Elektronen nicht mehr den Plasmarand erreicht, da sie schon

vorher abgestrahlt wird. Mit anderen Worten, es wird I'7, am Rand reduziert.

Die angenommenen Verluste sind tatsichlich sehr grofl; T9kW bei 80kW Ge-
samtheizleistung. Es kann bezweifelt werden, ob dies der physikalischen Realitit
entspricht; die Frage wird jedoch erst dann endgiiltig beantwortbar sein, wenn phy-
sikalische Modelle fiir die Quellterme Q,,, Qr,, QT eingefiihrt worden sind. Wenn
diese keine hohen Verluste fiir die Elektronen am Plasmarand zulassen — durch
Strahlung oder andere Prozesse — , miissen die den Randbedingungen zugrunde-

liegenden Vorstellungen neu iiberdacht und modifiziert werden.

Der auffillig hohe Wert fiir die EnergieeinschluBzeit 7 sollte nicht mit den Er-
gebnissen der iibrigen Rechnungen verglichen werden. Denn wegen der Definition
von 7 als “Energieinhalt durch Energieflu am Plasmarand” wird die abgestrahlte

Energie nicht als Verlust beriicksichtigt.

IV.4. EFFEKT DES SELBSTKONSISTENT BERECHNETEN RADIALEN ELEKTRI-
SCHEN FELDES

Die Ergebnisse der Rechnungen mit selbstkonsistent berechnetem radialen
elektrischen Feld entsprechen den Erwartungen. Durch das elektrische Feld werden
die Bahnen der im helikalen Rippel gefangenen Teilchen so verandert, dafl vermehrt
nahezu geschlosse Bahnen auftreten. Der durch den Rippel verursachte Transport

wird reduziert, das Einschlufiverhalten verbessert sich.

Tab. 10: Rechnung 10

¢ =1.5-10%05"1

Nichtdiagonal-Elemente : nicht verwendet
elektrisches Feld : selbstkonsistent
anomale Diffusion . Dberiicksichtigt

n(0) = 8.44 - 1012 ¢m =3 7 Te(0) =0.92keV ; T;(0) =0.47keV
(n)=2.48-10"%em™ ; (T.)=051keV ; (T})=0.36keV

TE =26ms ; 7, =6.5ms

Dieses Verhalten ist am deutlichsten bei der Ionentemperatur ausgepragt; bei

der Dichte und der Elektronentemperatur wird es durch den anomalen Transport
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Abb. 11: Dichte- und Temperaturprofile einer Rechnung mit selbstkonsistent be-
rechnetem elektrischen Feld (Rechnung 10)

iberdeckt. Dieser ist ja als unabhingig vom elektrischen Feld angenommen wor-

den.

Die Verbesserung des Energieeinschlusses der Ionen ist sogar so gut, daf§ die
Ionentemperatur auf Werte ansteigt, die deutlich iiber gemessenen Werten liegen.
In diesen Rechnungen wurden jedoch keinerlei Verlustmechanismen fiir die Ionen
beriicksichtigt. Ein solcher ware zum Beispiel Stofle mit Neutralgas, bei denen
das Elektron ausgetauscht wird. Es entsteht ein “heifles” Neutralgasteilchen und
ein “kaltes” Ion bleibt zurlick. Da der Energietransport hauptsachlich iber die
Elektronen abgewickelt wird, konnen schon relativ kleine Verluste bei den Ionen

deutliche Veranderungen bei der Ionentemperatur bewirken.

Das selbstkonsistent berechnete Feld ist in Bild 12 dargestellt. Sowohl die
absoluten Werte von circa 100V /cm Maximum als auch das Profil stimmt mit

experimentellen Daten von W VII-A qualitativ {iberein. [26]

Die Auswirkungen des radialen elektrischen Feldes kénnen an den Transport-
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Abb. 12: Profil des selbstkonsistent berechneten elektrischen Feldes bei Rechnung
10

koeffizienten der Dichtegleichung Xn,ny Xp,1, und Xn,T; exemplarisch aufgezeigt
werden. Zum Vergleich werden die Transportkoeffizienten von Rechnung 1 und

Rechnung 10 gegeniibergestellt.

Die Reduktion der Rippeltransportkoeffizienten betrigt fiir die Elektronen
(Xn,1,) bis zu 50%. Bei den Ionen dagegen fillt der Transportkoeffizient bei

r = Tcm sogar auf das Sechzigstel des urspriinglichen Wertes.

Der starkere Abfall der Ionentransportkoeffizienten ist zu verstehen, wenn man
beachtet, daB8 wegen des Massenunterschiedes die IonenstoBfrequenz v; um den
Faktor \/m;/m. ~ 42 kleiner ist als die Elektronenstoffrequenz v,. Somit sind
auch die Frequenzen wp und w, in Gleichung (I1.16) fiir die Tonen kleiner als
fir die Elektronen. Infolgedessen hat die Verinderung von wq — durch das neu
dazugekommene wg — in der Summe w? = wﬁ +w§ + wg +w3 grofere Auswirkung

bei den Ionen.

Beim Vergleich der Ionentransportkoeffizienten ohne und mit elektrischem Feld

mufl auch beachtet werden, dal durch die erhdhte Ionentemperatur (im Fall mit
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elektrischem Feld) der axialsymmetrische Anteil der Ionentransportkoeffizienten

gestiegen ist.

Das elektrische Feld beeinfluit den Transport nicht nur indirekt durch
Verandern der Transportkoeffizienten sondern auch direkt durch die jetzt dazu-

gekommenen Terme X,, 4 - E im TeilchenfluB T'y,, wie in Bild 15 dargestellt.

PARTICLE FLUX (cm~2s~1)

ELECTRONS IONS
0.
- .10E016
-.S0E015 + .S0E015
i 0.
-.10E016 [ .50E015
i -10E016
-.15E016 T
i .15E0186
B .20E016
-.20E016 [,
0
MINOR - RADIUS (cm) MINOR - RADIUS (cm)
total
due to 1 =-=--- INZdT: S o pemtmemass dTg/dr  -—-—-- dTy/dr e E

Abb. 15: Auswirkung des elektrischen Feldes auf Ionen- und Elektronenteilchen-
flup (Rechnung 10)

Der Gesamtteilchenflu8 ist fiir Ionen und Elektronen natiirlich gleich, die Zu-
sammensetzung ist dagegen sehr unterschiedlich. Wegen des unterschiedlichen
Vorzeichens der Ladung wird der Elektronentransport vergroflert, der Ionentrans-
port dagegen reduziert. Da der Ionentransportkoeffizient Xn,-,qb grofler als der
Elektronentransportkoeffizient ist, werden die Ionen stirker zuriickgehalten als
die Elektronen beschleunigt. Der durch das elektrische Feld erzeugte Fluf nach
innen ist bis zum Radius von circa 2cm gréfler als der resultierende Gesamtfluf!
Am Plasmarand muf8 der EinfluB des elektrischen Feldes wieder vernachlassigbar

werden, da in an’qg kein anomaler Anteil beriicksichtigt ist, im Gegensatz zu
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Xﬂj,ﬂ."-
Bei der Hinzunahme von Nichtdiagonal-Elementen zu dieser Rechnung ergibt
sich eine Uberlagerung der Effekte, die soeben und im Abschnitt IV.2 beschrieben

wurden.

Das Ergebnis:

DENSITY (cm™3) TEMPERATURES (keV)
7E013 | -8 é
: & E
.6E013 |- C
C 6 F
.SE013 + -
C .5 +
4E013 | P 9y
.3E013 | 3k
: P
.2E013 | -
- 1 F
J1E013
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
MINOR - RADIUS (cm) MINOR - RADIUS (cm)
----- IONS ; —— ELECTRONS

Abb. 16: Dichte- und Temperaturprofile einer Rechnung mit selbstkonsistent be-
stimmtem elektrischen Feld und Nichtdiagonal-Elementen (Rechnung 11)

Tab. 11: Rechnung 11

¢ =15-10205"1
Nichtdiagonal-Elemente : verwendet
elektrisches Feld : selbskonsistent

anomale Diffusion : berticksichtigt

n(0) =7.64-102cm™3 ; T,(0)=0.87keV ; T;(0) =0.36keV
(n) =2.39-10%cm™ ; (T.)=048keV ; (T;) =0.35keV
Tg=24ms ; 7, =6.3ms
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Abb. 17: Profil des selbstkonsistent bestimmten elektrischen Feldes bei einer Rech-
nung mit Nichtdiagonal-Elementen (Rechnung 11)

Die Unterschiede zwischen Rechnungen 10 und 11 sind denen zwischen Rech-
nungen 1 und 5 sehr dhnlich. Der Effekt des elektrischen Feldes besteht wieder
darin, den Elektronentransport zu vergréern, den Ionentransport zu verkleinern.

Dies gilt jetzt auch fiir den Warmetransport (siehe Bild 18).

Damit ist erklart, warum die Absenkung der Temperatur bei Hinzunahme der
Nichtdiagonal-Elemente prozentual bei den Elektronen grofier und bei den Ionen

kleiner ist, wenn man das elektrische Feld beriicksichtigt.

Im Gegensatz zu Rechnung 10 fillt hier das elektrische Feld zum Plasmarand
hin nicht ab. Wir fithren das darauf zuriick, da bei dieser Rechnung auch Tem-

peraturgradienten in die Ambipolaritatsgleichung eingehen.

Die Gradienten von Dichte und Elektronentemperatur sind am Plasmarand
klein gegen den Ionentemperaturgradienten. Deshalb ist am Plasmarand das elek-
trische Feld hauptsachlich durch den Ionentemperaturgradienten bestimmt, denn
alle anderen Terme, die in die Ambipolarititsbedingung eingehen, sind deshalb

klein gegen den zum Ionentemperaturgradienten proportionalen Term. Sind dage-
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Abb. 18: Die Zusammensetzung des Energietransports der Ionen und Elektronen
bet Rechnung 11

gen die Temperaturgradienten vergleichbar — wie im Plasmazentrum — ,so heben
sich die beiden zum Ionen- und Elektronentempera.turgradienten proportionalen

Terme weitgehend auf, da auch das Vorzeichen der Ladung eingeht.

Aufgrund experimenteller Daten ist weder dieses Profil des elektrischen Fel-
des noch das von Rechnung 10 ausgezeichnet, denn Messungen des elektrischen
Feldes so nahe am Plasmarand konnten noch nicht durchgefiihrt werden. In der

Plasmamitte sehen sich beide Profile sehr ahnlich.

Der Zusammenhang zwischen anomaler Diffusion und selbstkonsistentem elek-
trischen Feld soll noch zuletzt diskutiert werden. Die Sprechweise, daf8 die anomale
Diffusion als ambipolar vorausgesetzt wird, legt nahe anzunehmen, daff die am-
bipolare Diffusion keinen EinfluB auf das radiale elektrische Feld hat. Dies trifft
zu, wenn man die Ambipolarititsbedingung fiir konstante Gradienten n',T b

auswertet, wie es fiir Rechnungen auf einer kurzen Zeitskala erforderlich ist.

Bei den hier vorliegenden Rechnungen fiir den stationiren Fall mufl aber von
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vorgegebenen Flissen I'n,I't,, I'; ausgegangen werden. Bei Berechnung der Gra-
dienten aus den Fliissen gehen jetzt aber alle Transporteigenschaften, auch der
anomale Transport ein. Die so bestimmten Gradienten werden in der Gleichung
I'n, —Tn; = 0 verwendet. Der anomale Transport hat damit unmittelbaren Ein-
fluB auf die Bestimmung des elektrischen Feldes, nicht nur indirekt iiber eine
Veranderung der Profile. Der Effekt des anomalen Transportes ist in Bild 19

dargestellt. Die Situation entspricht der von Rechnung 11 beim Radius von 5cm.

DENSITY-FLUX DIFFERENCE (cm™2: DENSITY-FLUX DIFFERENCE (cm™2:

SE015 - 20016 |
4015 | E
E 1r01e |
3E015 | -
2x0o1s | -
C 0
1015 | c
0+ 1E016 |
1E015 | £
- 2e018 |
2E015 | s

'1||1|||!|l|||||1| l|1|l||l|!1llllLL :1l£_ll||!|llllllll lllljllll!nlllll
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Abb. 19: Die Differenz von Ionen- und Elektronenteilchenfluf A(E) = 'y, (E) —
T'n,(E) als Funktion des elektrischen Feldes. — Ohne (links) und mit (rechts)

Bertcksichtigung des anomalen Transports

Wichiger als die Reduktion des elektrischen Feldes auf fast ein Zehntel durch
die anomale Diffusion ist die Tatsache, dal das lokale Minimum nahe bei E =
0 verschwindet. Das bedeutet, daB der anomale Transport geeignet ist, das
Auftreten mehrfacher Losungen der Ambipolaritdtsbedingung zu unterbinden.
Es ist moglich, dafl das Problem der mehrfachen Lésungen fiir die Ambipola-
ritdtsbedingung bei W VII-A nur auf Grund des dominierenden anomalen Trans-

ports nicht aufgetreten ist.
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Am Plasmarand ist aber auch die reduzierende Wirkung des anomalen Trans-
portes wichtig. Wegen der extrem steilen Gradienten, die dort auftreten, wenn man
den anomalen Transport vernachlissigt, erhdlt man auch extrem grofle elektrische

Felder fiir diesen Fall. Die Rechnungen ergaben Werte von bis zu 10 — 20kV /cm.
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V. Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Transportgleichungen werden mit einer neuen numerischen Methode, dem
Multiple Shooting/Splitting Verfahren gelost. Dieses Verfahren ist eine Erwei-
terung des bekannten Multiple Shooting Verfahrens, welche auf die besonderen

Eigenarten des Transportproblems abgestimmt ist.

Mit dem neuen Verfahren sind verglichen mit dlteren Codes (z.B. TEMPL)

drei wesentliche Erweiterungen ermoglicht worden.

Erstens: die Verwendung der gesamten Transportmatrix, nicht nur der

Diagonal-Elemente. Darunter fallt u.a. auch die Thermodiffusion.
Zweitens: das Erméglichen beliebiger, auch nichtlinearer Randbedingungen.

Drittens: die selbstkonsistente Berechnung des ambiploaren radialen elektri-

schen Feldes.

Damit sind die Transportgleichungen ohne zusidtzliche Annahmen oder
Néaherungen losbar.(Abgesehen von den Naherungen, die in die Transport-

koeffizienten eingehen.)

Die Auswirkungen dieser drei Erweiterungen werden am Beispiel von Simula-
tionen von ECRH Plasmen in W VII-A diskutiert. Dabei ergaben sich folgende
Resultate.

Durch das Beriicksichtigen der Nichtdiagonal-Elemente der Transportmatrix
konnen leicht invertierte Profile bei der Ionentemperatur auftreten. Mit der Inver-
tiertung geht auch eine leichte Verbreiterung der Profile einher. Dies zeigt, dafl die
Nichtdiagonal-Elemente bei quantitativen Vergleichen mit MeBwerten durchaus
nicht vernachldssigbar sind. Die Profile fiir die Elektronentemperatur bleibt na-

hezu unverandert.

Als modifizierte Randbedingung wurde das Modell “Energieflul am Rand =
kinetische Energie mal TeilchenfluB am Rand” verwendet. Dabei stellte es sich
als notwendig heraus starke Verluste bei den Elektronen in der Plasmarandschicht

anzunehmen.

Das selbstkonsistent berechnete radiale elektrische Feld stimmt qualitativ mit
gemessenen Werten iiberein. Wie erwartet verbessert das elektrische Feld das

Transportverhalten. Auch in dieser Beziehung fallt die Reaktion bei den Ionen
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am starksten aus. Die Verluste, die durch Beriicksichtigung der Nichtdiagonal-

Elemente entstanden sind, werden mehr als kompensiert.

Der Rechenzeitbedarf ist gegeniiber Rechnungen mit vorgegebenem elektri-
schen Feld stark gestiegen. Das liegt daran, daB jedesmal, wenn die Ableitungen
von Dichte und der Temperaturen bestimmt werden, die Ambipolarititsbedingung
gelost werden muB. Da diese mehrere Losungen besitzen kann, ist es notwendig
sicherzustellen, daB immer die gleiche Losung verwendet wird. Dies ist nur da-
durch mdglich, daB nach allen drei Losungen gesucht wird, was den stark erhéhten
Rechenaufwand bedingt.

Sorgfiltig wurde untersucht, ob durch das vollstindige Behandeln der neoklas-
sischen Theorie die anomalen Verluste erklirbar sind. Die Antwort ist eindeutig
negativ. Die Ergebnisse von Rechnungen ohne Beriicksichtigung anomaler Ver-
luste haben keinerlei Ahnlichkeit mit MeBdaten. Das gilt insbesondere fiir das

ambipolare elektrische Feld.
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